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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ  
 

ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΕΤΙΚΩΝ ΣΠΟΥΔΩΝ 

 

ΘΕΜΑ Α. 
 

Α1. Αν f συνεχής στο  ,a  και παραγωγίσιμη στο ),(  τότε υπάρχει 

τουλάχιστον ένα ),(0 x :
a

ff
xf








 )()(
)( 0   

Η εφαρμογή του Θ.Μ.Τ. για μία συνάρτηση σ’ ένα διάστημα αποδεικνύει την 

ύπαρξη ενός τουλάχιστον εσωτερικού σημείου του διαστήματος, στο οποίο η 

εφαπτομένη της καμπύλης της συνάρτησης είναι παράλληλη της χορδής που 

ενώνει τα άκρα της καμπύλης στο διάστημα αυτό. 

 

Α2. Έστω ότι η f  δεν διατηρεί σταθερό πρόσημο στο Δ. Τότε υπάρχουν 

β)(α , a  έτσι ώστε να ισχύει: 0)()(   ff   

Η f είναι συνεχής στο   ,  

Άρα από το Θεώρημα Bolzano υπάρχει τουλάχιστον ένα ),(0 x τέτοιο ώστε 

0)( 0 xf  

Άτοπο διότι από υπόθεση η f είναι μη μηδενιζόμενη στο Δ. Άρα η f  διατηρεί 

σταθερό πρόσημο στο Δ. 

 

Α3.  α) Σωστό     β) Λάθος     γ) Σωστό     δ) Λάθος 
 

 

ΘΕΜΑ Β. 
 

Β1.   123134lim 2 


axxx
x

   0123134lim 2 


axxx
x

 

 

   022134lim 2 


axxx
x

    0)1(2134lim 2 


axxx
x 

  

 

η ε: )1(2  axy  είναι ΑΣΥΜΠΤΩΤΗ της  fC  με τύπο  

 

134)( 2  xxxf  στην περιοχή του )(  

 

Άρα 
 















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ii)   
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Β2.  

α) 
       

1x  ,
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
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






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
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x         0          1           2          

x      -     +     +     + 

2x      -     -     -     + 

 )(xf       +     -     -     + 

f            0  )(               )(  

                     

      )(                )(          4  

  

Η f  είναι    στα     ,2  ,0,  

Η f  είναι    στα    1,2  ,1,0  

 

β) 0)0(f      0 max x                                                                                                                                                                                                                               

   4
12

2
)2(f      2

2

min 

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
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Άρα:     ,40,f  

 

γ) 
 

f

x 42   0)(
3

16
)(4)4()()2(  xfxffxff  2,4xε   ά  

 

Άρα: 









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
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




















   0

22
4

2

4

2

24

2

4

2

1ln3ln2
2

2
4

2

4
1ln

21

1
)1( xx

x
dx

x
dxx  

              

3ln8)(3ln2248  E τμ 

 

ΘΕΜΑ Γ. 
 

Γ1. Έστω ότι η f  δεν είναι αντιστρέψιμη στο   R   

  η f  δεν είναι '11'  στο  R  

Άρα υπάρχουν  βα  )(α) f(  :,   f  

Τότε όμως για την f  ισχύουν: 

 Η f  συνεχής στο  ,a   

 Η f  παραγωγίσιμη στο  ,   
 )()(  ff    

-------------------------------------------------- 

 

(Rolle)     0)(:),( 00  xfax  (ΑΤΟΠΟ από υπόθεση) 
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Άρα η f  είναι αντιστρέψιμη στο   R   

 

Γ2. Από (Υ) έχω:    η 
fC  διέρχεται από το   2)1(f1f(-2)  1,2 -1 A   

       η 
fC  διέρχεται από το   1)7(f7f(1)  7,1 -1 B   

Άρα  1)8(6)2()8(62))8(6( 2221 xffxfxff   













 

3

3

918)7(87)8( 22122

x

ή

x

xxfxxf  

 
 

Γ3. 

 Η f  συνεχής στο  1,2   

 Η f  παραγωγίσιμη στο  1,2   
-------------------------------------------------- 

(Θ.Μ.Τ.) 



 2)(

21

17
)(xf 

(-2)-1

f(-2)-f(1)
)(:)1,2( 0000 xfxfx  









 1)(1

2

1
)(xf 00 xf  

  Υπάρχει τουλάχιστον ένα σημείο   )1,2(   ,)(),( 000 xxfxM έτσι ώστε η 

εφαπτομένη της fC στο Μ να είναι κάθετη στην ευθεία 032:)(  yx  

 

 
 

ΘΕΜΑ Δ. 
 

Δ1. Από (Υ) έχω:   η f  συνεχής στο R   

     και        

    0)( xf  για κάθε x  

 

Η f  διατηρεί σταθερό πρόσημο στο R   
 

Επίσης, από (Υ) : Η  
fC τέμνει τον θετικό ημιάξονα 0y 0)0(  f  

 

Άρα 0)( xf  για κάθε )( Fx  στο R  

 

Από (Υ) :  0)1(F η 10 x  είναι προφανής ρίζα της 0)( xF  

η )(F  στο R   άρα η F  είναι ¨1-1¨ στο R  

 

  άρα η 10 x  είναι μοναδική ρίζα της 0)( xF  
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τότε:








1

1

x

x
 

)(

)(









F

F

0)()1()(

0)()1()(





xFFxF

xFFxF
 

 

Η μεταβολή της g  δίνεται άρα από τον παρακάτω πίνακα: 

 

x         1           

)(xF      -      + 

)(xf      +      + 

)(xg      -      + 

 

Άρα αν: 
0)1( :1x 

0)(:),1( x 

0)( : ,1)(-x  







ga

xga

xg







 

 

 

Δ2. Θεωρώ την    2,1,2)()(  xxxgxQ  

 i) η Q συνεχής στο  2,1  

 ii) η Q παραγωγίσιμη στο  2,1  

 

  
















)(

)(
)2(

)(

)(
)()2)(()2()()(

xf

xF
x

xf

xF
xgxxgxxgxQ  

 








)(

)(
)2(

)(

)()()(

)(

)(
)2(

)(

)()()()(
2

2

2 xf

xF
x

xf

xfxFxf

xf

xF
x
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xfxFxfxF
 

 

 
)(

)(
)2(

)(

)()(
1)(

2 xf

xF
x

xf

xfxF
xQ 







 
  

 
 
 

iii) )2()1(
0)22()2()2(

0)21()1()1(
QQ

gQ

gQ









 

-------------------------------------------------- 
 

(Rolle): Υπάρχει τουλάχιστον ένα 








 
 0

)(

)(
)2(

)(

)()(
10)(:)2,1(

2 af

aF
a

af

afaF
aQa  



 

 

 -6-                                                            

 





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
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 )2(
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afaF
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 
2

2 )(

)()(
12

)(

)( 








 


a

af

afaF
a
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  )(

)()(
1

2)(

)(
2 af

afaF

aaf

aF 



 

 

 

Δ3.  A΄Τρόπος:  

Θεωρώ  x ),()()()( xxfxFxfxG  

 

   


 )()()()()()()()( xfxxfxFxfxxfxFxfxG  

 
 x ),()1()()()()()( xfxxGxfxxfxfxf  

 

 

x        1          

x1      +      - 

)(xf       -      - 

 :G      -      + 

G    

 

      min  

 

Άρα  f(1)-F(1)f(1)xf(x)-F(x)f(x)G(1)G(x) :x  

 
  x  xf(x),F(x)f(x)0xf(x)-F(x)f(x)  
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Β΄ Τρόπος:  
 

i) Για 1x  ισχύει προφανώς ως ισότητα 

ii) αν  1,x   

Θεωρώ  1, ),( xttF   

   η F  συνεχής στο  1,x  

   η F  παραγωγίσιμη στο  1,x  
-------------------------------------------------- 

(Θ.Μ.Τ.) 








1

)(
)(

1

)1()(
)f(t 

1-x

F(1)-F(x)
)(:)1,( 0000

x

xF
tf

x

FxF
tFxt  

)()( 0

)(

0 xftfxt
f







 )()1()()(
1

)(
xfxxFxf

x

xF
 

)()()()()()( xxfxFxfxfxxfxF   

 

iii) αν ),1( x   

Θεωρώ  xttF ,1 ),(   

   η F  συνεχής στο  x,1  

   η F  παραγωγίσιμη στο  x,1  
-------------------------------------------------- 

(Θ.Μ.Τ.) 
1

)(
)f(t 

1-x

F(1)-F(x)
)(:),1( 000




x

xF
tFxt  

)()( 0

)(

0 xftfxt
f







 )()1()()(
1

)(
xfxxFxf

x

xF
 

)()()()()()( xxfxFxfxfxxfxF   

 

Άρα για κάθε x  ισχύει )()()( xxfxFxf   

 

Από την ανίσωση  x  ),()()( xxfxFxf  
 

    0)()()(0)()()(

1

0

xdxxfxFxfxxfxFxf  

   0)()()(

1

0

1

0

1

0

dxxxfdxxFxdxf  

   0)()()()(

1

0

1

0

1

0

dxxxfdxxFxxdxf  

    

1

0

1

0

1

0

1

0

0)()()()( dxxxfdxxFxxxFdxxf  

   0)()()0(0)1()(

1

0

1

0

001

0

dxxxfdxxxfFFxdxf  
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  0)(2)(

1

0

1

0

dxxxfxdxf  

1

0

1

0

)()(2 dxxfxdxxf  

 

Δ4. Θεωρώ  0,1x ),1)(()(2)0()(

1

0















  xxfxdxxxffxD   

i) η D  συνεχής στο  0,1  

ii) 0)0()0(  fD  

       dxxxffD 

1

0

)(2)0()1(  

Όμως: από την 1x  ),()()(  xxfxFxf  

για x=0 έχω:  0)0()0( Ff  
 


 )0()1()0()0()0( FFfFf  

  

1

0

1

0

)0()()()0( fdxxfdxxff       

Όμως ισχύει:  
1

0

1

0

)()(2 dxxfdxxxf      

  

1

0

1

0

0)(2)0()0()(2 dxxxfffdxxxf  

0)1(  D  
-------------------------------------------------- 
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Από την Ομάδα Μαθηματικών  
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